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Referat

Die Diplomarbeit beschaftigt sich mit aktuell gingigen mathematischen
Methoden und Verfahren numerischer Loser zur Bearbeitung grofer Op-
timierungsprobleme der Energieversorgung, welche iiberwiegend zur Klasse
der gemischt-ganzzahligen nichtlinearen Optimierungsprobleme gehoren. Es
wird ein Beispiel fiir solch ein Problem modelliert und dessen Ergebnisse
ausgewertet.

Die Grundlage liefert ein umfangreiches Projekt des DFG-Forschungszen-
trums MATHEON, welches sich mit der Neugestaltung des deutschen Gas-
netzes beziiglich der zukiinftigen Bedarfs- und Rechtslage beschéiftigt.
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Kapitel 1

Einleitung

Unsere Gesellschaft ist durchzogen mit tausenden kiinstlich geschaffenen,
logistischen Systemen, welche unsere immerwéhrenden Bediirfnisse nach
Giitern, Energie und Information befriedigen sollen.

Die Fiille an Daten, die von Betreibern solcher Systeme beachtet wer-
den muss, bevor eine richtungsweisende Entscheidung getroffen werden
kann, wird von Tag zu Tag gréfser. Verarbeitende Simulationen und Ana-
lysen benotigen ihrerseits Modelle, welche zum Einen die reellen Zustande
so prizise wie moglich abbilden und zum Anderen dafiir sorgen, dass
Berechnungen in einer akzeptablen Zeit zu einem Ergebnis fiihren. Zu
grofse Modelle fiihren zu extrem langen Laufzeiten der simulierenden und
analysierenden Algorithmen und machen somit eine schnelle Entscheidungs-
findung unmoglich. Die effektive Vereinfachung dieser komplexen Modelle
ist deshalb fiir jede entscheidungsorientierte Datenverarbeitung in logisti-

schen Systemen von besonderem Interesse.

Eine Arbeitsgruppe des Konrad-Zuse-Zentrums fiir Informationstechnik
Berlin (ZIB) ist seit ldngerer Zeit mit der Bearbeitung eines solchen Prob-
lems beschéftigt. Sie soll unter anderem ein Verfahren entwickeln, welches
dem deutschen Gasmarkt hilft, das innerdeutsche Gasversorgungsnetz dem
aktuellen Gasbedarf sowie der aktuellen Rechtslage anzupassen und dem-
entsprechend auszubauen bzw. umzugestalten.

Es exisitiert im Zuge des Projektes ein Algorithmus, welcher ein pipe
network analysis problem bearbeitet und bestimmt, ob auf einem umgestal-

teten Netz unter bestimmten Vorraussetzungen iiberhaupt Gas fliefsen kann.
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Eine Aufgabe dieser Diplomarbeit besteht darin, einen speziellen Teil der
modellierte Netzstruktur zu vereinfachen, damit der Algorithmus durch
weniger zu verarbeitende Daten schneller zu einer Losung gelangen kann.
Dabei soll der Unterschied zur Originallosung, der nach der Modifizierung
des Netzes zu erwarten ist, so gering wie moglich ausfallen. Da der Algo-
rithmus ein Entscheidungsproblem mit nur zwei Antwortmoglichkeiten, *Ja’
oder 'Nein’, 16st, muss dafiir ein Fehler- bzw. Giitemall gefunden werden.
Erst dann kann gekldrt werden, inwiefern eine Losung, die auf dem modi-

fizierten Netz gefunden wurde, im Originalnetz interpretiert werden kann.

Zur Bearbeitung dieser Aufgabe werden die mathematischen Teilgebie-
te der Graphentheorie sowie der diskreten Optimierung genutzt. Opti-
mierungsprobleme der Energieversorgung und des Transports gehoren
iiberwiegend zur Klasse der gemischt-ganzzahligen nichtlinearen Opti-
mierungsprobleme. Diese sind im Allgemeinen schwer zu l6sen und fiir
grofere Datenmengen ist das Finden einer moéglichst globalen Losung sehr
zeitaufwendig. Heutige numerische Loser bedienen sich einer Kombination
aus zahlreichen mathematischen Methoden und Verfahren, welche, intel-
ligent miteinander verbunden, relativ schnell globale Losungen erreichen.
In dieser Arbeit wird das Optimierungspaket des Konrad-Zuse-Zentrums
fiir Informationstechnik Berlin zur Bearbeitung des vorher ausfiihrlich
modellierten Optimierungsproblems genutzt. Es beinhaltet eine Model-
lierungssprache sowie einen globalen Loser von beschrinkten ganzzahligen

Optimierungsproblemen.

Nachdem ein paar Informationen zum Projekt und dem deutschen Gas-
netz aufgefithrt und die wichtigsten Begriffe und Zusammenhénge erlautert
werden, sollen im Hauptteil die derzeit gingigen genutzten numerischen
Verfahren zur Losung von speziell ganzzahligen Optimierungsaufgaben
dargestellt werden. Der zweite Teil der Arbeit befasst sich mit einem
spezifischen Teil des Problems, der Aggregation passiver Netzbestandteile.
Abschliefsend werden die resultierenden Ergebnisse présentiert und ausge-

wertet.
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Hintergrund des Projektes

2.1 Konrad-Zuse-Zentrum fiir Informations-

technik Berlin

Das Konrad-Zuse-Zentrum fiir Informationstechnik Berlin (ZIB) wurde 1984
als auferuniversitire Forschungseinrichtung des Landes Berlin gegriindet.
Zusammen mit den Hochschulen und wissenschaftlichen Einrichtungen
Berlins forscht und entwickelt das ZIB auf den Gebieten der anwendungs-
orientierten Mathematik sowie der praktischen Informatik. Zudem kann
das ZIB die dafiir beno6tigte Hochleistungsrechnerkapazitit und Datenhal-
tung anbieten, sieche dazu auch [ZIB10]. Seit einigen Jahren arbeiten auch
Studenten der Hochschule Mittweida an verschiedenen Projekten mit, um

praktische Erfahrungen auf dem Gebiet Operations Research zu sammeln.

Eine Arbeitsgruppe der Abteilung Optimierung entwickelt seit 2009 im Zuge
eines MATHEON!-Projektes eine Softwareumgebung, welche die technischen
Aspekte des Gastransportes sowie die wirtschaftspolitischen Interessen der
Gasversorger in der Netzplanung beriicksichtigt. Die neuen europaweiten
Regelungen erfordern eine komplett neue Problemmodellierung, welche auch
auf andere Industrieprojekte iibertragen werden kann. Bis heute kam es
im Zuge des Projektes bereits zu zahlreichen Publikationen. Fiir aktuelle

Informationen sei auf die Internetseiten [Mat10| verwiesen.

!Forschungszentrum MATHEON - Mathematik fiir Schliisseltechnologien der
Deutschen Forschungsgemeinschaft (DFQG)
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2.2 Ferntransport von Erdgas in Deutschland

Speziell in Deutschland dient der Erdgasferntransport in Hochdruckleitun-
gen zur Abgabe an Weiterverteiler oder nachgelagerte Erdgasversorgungs-
unternehmen. Auf dem Gebiet der alten Bundesléander ist dafiir vorrangig
die E.ON Ruhrgas AG mit Hauptsitz in Essen zustindig, in den neuen
Bundeslidndern ist in &dhnlicher iiberragender Marktstellung die Verbund-
netz Gas AG in Leipzig zusténdig. Siehe dazu auch [HNRO7, S. 17|.

In Nordwestdeutschland, den Niederlanden und Nordfrankreich werden
zwei unterschiedliche Erdgasqualititen gehandelt: Neben dem international
geldufigen H-Gas (high-calorific), welches man beispielsweise in Norwegen,
Russland oder Algerien fordert, wird dort auch das aus den Niederlan-
den stammende L-Gas (low-calorific) gehandelt und transportiert. Das
Leitungsnetz der deutschen Gaswirtschaft ist insgesamt rund 375 000 Kilo-
meter lang. Es besteht zu rund 27 Prozent aus Leitungen mit Druckwerten
von einem bis zu 100 bar und verzweigt sich bis zu den Niederdruckleitun-
gen mit maxiaml 100 mbar [EON10].

norwegischen ol - |
Nardsee |, \‘u L L slocl-cf—)",'-e
\ wrin g S
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Abbildung 2.1: Karte des deutschen Gasferntransportnetzes,|EON10]
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2.3 Verwendete Software

Inzwischen existiert eine Vielzahl von leistungsstarken Computeralge-
brasystemen und numerischen Optimierungsumgebungen. Wéahrend der
Bearbeitung dieser Diplomarbeit wurde hauptsichlich auf die folgenden,

fiir die Forschungsarbeit frei verfiigbaren, Programmpakete zuriickgegriffen.

GNU Octave 3.2.4

Bei Octave handelt es sich um eine in den Vereinigten Staaten entwickelte
Programmiersprache fiir numerische Berechnungen. Octave dhnelt in seiner
Struktur gewollt der proprietiren Numeriksoftware Matlab®, ist im Gegen-
satz zu dieser jedoch im Rahmen der GNU General Public Licence (GPL)

frei erhéltlich. Octave ist in weiten Teilen code-kompatibel zu Matlab.

SCIP 2.0.1

SCIP steht fiir Solving Constraint Integer Programs und ist derzeit einer
der schnellsten nichtkommerziellen Loser fiir gemischt-ganzzahlige Opti-
mierungsprobleme. Die Umgebung wird am ZIB stindig weiter entwickelt
und kann sowohl zur Losung beschrinkter ganzzahliger Optimierungsauf-
gaben, als auch fiir branch-and-cut-and-price-Verfahren genutzt werden.
Die SCIP-Bibliothek kann in C und C+4+ eingebunden werden und funk-
tioniert mit dem Aufruf von verschiedenen Dateiformaten wie mps, lp und

dem Zimpl-Format.

Zimpl 3.1.0

Die Zuse Institute Mathematical Programming Language (Zimpl) ist eine
von Thorsten Koch [Koc04] entwickelte Programmiersprache zur Uber-
setzung eines mathematischen Modells in ein lineares bzw. gemischt-
ganzzahliges Optimierungsproblem. Die Umgebung kann Dateien im mps-
und lp-Format ausgeben, welche dann von Ldésern gelesen und bearbeitet

werden konnen.
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Modellierung des Gasnetzes

Es erscheint mehr als naheliegend, ein gastransportierendes Netz als
Graphenstruktur zu modellieren. Auf solch einer Struktur sind die we-
sentlichen Eigenschaften, wie Verbindungswege und besondere Regionen
des Netzes leicht zu erkennen und zu interpretieren. Zusammen mit
den entsprechenden physikalischen Eigenschaften der Graphenbestandteile
ergibt sich ein universell einsetzbares Modell. Dazu werden in diesem Kapi-
tel nicht nur die grundlegenden graphentheoretischen und physikalischen
Begriffe erklart, sondern auch spezielle Begriffe, Symbole und Zusammen-

hiange aufgefiihrt, die im Laufe der Arbeit verwendet werden.

3.1 Graphentheoretische Begriffe

Die Definitionen dieses Abschnittes sind nach [BL95| formuliert worden.

Definition 3.1. Ein geordnetes Paar G = (V, E) wird endlicher Graph
genau dann genannt, wenn V' eine nichtleere Menge mit |V| < oo ist und £
eine Teilmenge von (‘2/)

Ein geordnetes Paar D = (V| E) heikt gerichteter Graph oder auch Digraph
genau dann, wenn £ C V x V —{(z,x)|x € V}. Die Elemente von E nennt
man dann auch Bdgen oder gerichtete Kanten. Siehe Abbildung 3.1.

Im speziellen Fall des Gasnetzes werden die Pipes als Kantenmenge F und

die Rohrverzweigungen sowie die Endpunkte als Knotenmenge V inter-
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Abbildung 3.1: links: ungerichteter Graph, rechts: gerichteter Graph

pretiert. Da im Gasnetz die meisten Pipes in beide Richtungen durchlaufen
werden konnen, wird es hier als ungerichteter Graph modelliert. Zudem

werden die Graphen im Laufe der Arbeit auch einfach als Netze bezeichnet.

Definition 3.2. G’ = (V', E’) heikt Teilgraph von G = (V, E) (in Zeichen:
G’ C @) genau dann, wenn die beiden mengentheoretischen Inklusionen
V' CVund E' C FE gelten. G’ = (V', E') heikt Untergraph oder induzierter
Teilgraph genau dann, wenn G’ C G gilt und zudem die Aussage

V(z,y) e V': (z,y) € E = (z,y) € £

wahr ist.

Definition 3.3. Der Knotengrad deg(v) eines Knotens v gibt die Anzahl

der Knoten an, mit denen er iiber eine Kante verbunden ist.

3.2 Begriffe des Gastransportes

Da es sich im Folgenden speziell um die Betrachtung eines gastrans-
portierenden Netzes handelt, sollen vorab zwei physikalische Begrifflich-

keiten zu Gas und Gastransport genannt und erlautert werden.

Definition 3.4. Unter einem Volumenstrom (im Folgenden auch Fluss)
versteht man das Volumen eines Mediums, das sich innerhalb einer Zeitein-
heit durch einen Querschnitt bewegt. Es wird in m?/s (oder auch m?/Tag)
angegeben. Der Fluss zwischen zwei Knoten v und w wird durch ¢,,, € R

dargestellt. Es gilt ¢y, = —qyw-
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Klasse | Name Symbol | mogl. Durchlaufrichtung

passiv | Rohr —
Widerstand | —

aktiv | Ventil < —
Kontrollventil == —
Verdichter _@_ —

Abbildung 3.2: Auflistung aktiver und passiver Gasnetzbestandteile

Definition 3.5. Unter dem Gasdruck p, am Knoten v versteht man die

Summe aller durch ein Gas oder Gasgemisch wirkenden Kréfte auf eine
Geféafiwand.

Bemerkung. Der Druckunterschied zwischen zwei Pipe-Endknoten fiihrt
zum Stromen des Gases. In Pipelines, die grofse Gasmengen transportieren,
kann ein Druck von bis zu 100 bar auftreten. Unmittelbar vor den Ver-
brauchsgeriten in den Haushalten betrégt der Gasdruck nur noch 20 mbar.

Druckangaben betreffen stets die Druckwerte an den Knotenpunkten.

Die Bestandteile des Gasnetzmodells konnen in zwei Klassen eingeteilt wer-
den: aktive und passive Bestandteile (Abbildung 3.2). In aktiven Elementen
kann zum Beispiel manuell Druck aufgebaut werden, wihrenddessen in pas-

siven Elementen ausschlieflich die physikalischen Gesetze wirken.

3.3 Definitionen und Symbole

Im Folgenden werden die speziellen Begriffe und Symbole definiert, die im

Laufe der Arbeit verwendet werden.

Definition 3.6. Sei G = (V,E) mit V = {vy,...,v,} ein ungerichteter
Graph. Dann ist ein Bilanzenszenario By = (by,...,b,) ein Vektor von

Gasmengenwerten, der jedem Knoten v; € V mit ¢ = 1,...,n eine Bilanz
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Abbildung 3.3: Verschiedene Clustermdoglichkeiten

b; zuordnet. Falls b; < 0, wird v; ein Gasbedarf zugeordnet und v; als Ab-
nehmer bezeichnet. Wenn b; > 0, wird v; ein Gasangebot zugeordnet, v;

heilst Finspeiser.
Bemerkung. Im Falle b; = 0 handelt es sich bei v; um einen Transitknoten.

Definition 3.7. Eine Clusterung P eines Graphen G = (V,FE) ist eine
Partition der Knotenmenge V', wobei jedes Element Z von P als Cluster

(von engl. , Traube, Biindel, Schwarm, Haufen) bezeichnet wird.

Definition 3.8. Kanten, die zwischen zwei Knoten eines Clusters verlaufen,
heifsen innere Clusterkanten, diejenigen, die aus einem Cluster heraus- oder
in ihn hineinfiithren, dufere Clusterkanten. Werden alle Knoten einer Menge
7/ auf einen neuen Knoten reduziert, wird von einem Clusterknoten vy

gesprochen. Siehe dazu Abbildung 3.3.

Definition 3.9. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph, Z C V eine
Knotenmenge und By = {by,...,b,} ein Bilanzenszenario. Dann definiert

sich die Gesamtbilanz by als Summe aller Gasmengenwerte der Knoten aus

z:
bz = b (3.1)

veEZ
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3.4 Zusammenhinge im Modell

Die Druckverlustgleichung von WEYMOUTH aus dem Jahr 1912 wird bei
hohem Druck, hohem Volumenstrom und grofsen Rohrdurchmessern benutzt
[UL02, S. 6]. Die Formel berechnet direkt den Volumenstrom durch ein
Rohr fiir gegebene Gas- und Rohrwerte, sowie Anfangs- und Enddruck. In
SI-Einheiten!, wird die Gleichung nach [Men05, S. 61| wie folgt definiert:

— Tb < p2 — 65 . p2
o = 3.7435 - 10 3. E. ase v w_ D2’667 3.9
q s <pba,se) \/g . Tf . L’U,w . Z v, w ( )

wobei:

Quw - Gasvolumenstrom in m?/d

E - Pipelineeffizienz, < 1

Thase - Basistemperatur in K

Drase - Basisdruck in kPa

py - Druck am Anfang des Stroms in kPa

pw - Druck am Ende des Stroms in kPa

e - eulersche Zahl, Basis des natiirlichen Logarithmus
S - Parameter zur Hohenverstellung, dimensionslos
Ty - durchschnittliche Gasflusstemperatur in K

g - relative Dichte des Gases p/py zur Dichte von trockener Luft
L, ., - entsprechende Lange des Pipe-Segments in km

Z - Komprimierbarkeitsfaktor fiir (Gas, dimensionslos

D, ., - Rohrdurchmesser innen in mm

Alle Eigenschaften des Rohres von Knoten v nach Knoten w und des darin
beforderten Gases aus (3.2) kénnen mit s = 0 zu einer Rohrkonstante ¢ € Rt

zusammengefasst werden (siche auch [WS00]):

1,4014- E2 T, - D753

vw = . 3.3
v 105'pzase'g'Tf'L5'Z ( )

!Internationales Einheitensystem (frz. Systéme international d’unités), metrisch, de-
zimal und kohérent
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Die Gleichung (3.2) kann mittels (3.3) zu

Quw * |qv,w| =Couw- (qu) - pi}) (34)

vereinfacht werden. In dieser Form wird sie in der Diplomarbeit verwendet.
Desweiteren gilt in jedem Knoten v die Flusserhaltung, das heifst, die Dif-
ferenz der hineinfiihrenden und herausfiihrenden Gasmengen muss der Bi-
lanz am Knoten entsprechen. Es kann im Modell an keiner Stelle Gas entste-

hen oder verloren gehen:

YoeV: Z Qvj — Z Gio = by. (3.5)
(

v,j)EE (iv)eE

3.5 Grundlagen der ganzzahligen Optimierung

Da im Weiteren von ganzzahliger Optimierung die Rede ist, seien an
dieser Stelle einige Besonderheiten dieses mathematischen Gegenstandes

dargestellt.

Sei z : R — R mit R € R" eine zu minimierende Funktion und R
die Menge der zuldssigen Losungen. Gesucht wird ein Element z* € R,
fiir welches der Zielfunktionswert z(z*) minimal ist. Die Gemeinsamkeit
ganzzahliger (auch: diskreter) Optimierungsprobleme ist der Restriktions-
bereich R, welcher entweder aus endlich vielen Elementen besteht oder
sich aus endlich oder unendlich vielen isolierten Punkten bzw. Teilmengen
zusammensetzt [RBD88, S. 13]. Ein ganzzahliges Minimierungssproblem

wird wie folgt dargestellt:

2z =c'r — min
Az <y (3.6)
rz ez
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Der Restriktionbereich wird somit mit R = { € Z"|Ax < y} definiert.
Nach den englischsprachigen Entsprechungen ist in diesem Fall von einem
integer program (IP) die Rede. Abhhéngig von der Linearitit der Nebenbe-
dingungen und der Zielfunktion spricht man von integer linear programs
(ILP) bzw. integer non-linear program (INLP). Grofere Probleme beinhal-
ten ganzzahlige und nichtganzzahlige Variablen (x € ZP x R"P). In diesem
Fall wird das Problem als mized integer program (MIP) klassifizeirt.

Die Modellierung des in dieser Arbeit genauer betrachteten Teilproblems
findet sich in Abschnitt 5.3. Zur Komplexitit sei an dieser Stelle nur er-
wiahnt, dass es sich bei ganzzahliger Optimierung im Allgemeinen um N P-
schwere Probleme handelt (Beweis siehe [KV08, S. 386]).



Kapitel 4

Numerische Optimierungsverfahren

Die heutigen Loser, speziell die in Kapitel 2 genannte Umgebung SCIP, ver-
wenden zur Losung der gestellten Aufgaben die im Folgenden beschriebenen
mathematischen Verfahren. Zur Lésung eines nichtlinearen Gleichungssys-
tems wird das Gaufl-Newton-Verfahren angewandt, zur Losung des gemischt-
ganzzahligen Optimierungsproblems die branch-and-cut-Methode, eine
Kombination aus der branch-and-bound-Methode und einem Schnittebe-
nenverfahren. Zusatzliche Werkzeuge konnen mehrere Verfahren geschickt
miteinander kombinieren, um dadurch effizienter spezielle Aufgabentypen

7zu verarbeiten.

4.1 Gault-Newton-Verfahren

Das Gauf-Newton-Verfahren |[DS96|, benannt nach C.F. GAuUSs und I.
NEWTON, bezeichnet ein numerisches Verfahren, welches die Losungen eines
nichtlinearen Gleichungssystems nidherungsweise ermittelt. Es handelt sich
genauer um eine Erweiterung des Newton- Verfahrens, bei welcher in jedem
Schritt die zu minimierende Funktion durch eine quadratische N&herung
ersetzt wird. Sei F'(z) = 0, mit F': R™ — R",m < n und F differenzierbar,

ein zu losendes homogenes Gleichungssystem:
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Im Gauf-Newton-Verfahren 16st man dazu folgendes Kleinste-Quadrate-

Minimierungsproblem, ausgehend von einer Startlosung x°:

n

| F(x) |5 =" (fi(x))* = min.

i=1

Im sogenannten Gauk-Newton-Schritt wird iterativ ein lineare Gleichungs-

system durch
F(2®) + Jp(a®)(z —2F) =0 (4.1)

aufgestellt, z ermittelt und fiir z**! eingesetzt. Jr(x) ist hierbei die Jacobi-

Matrix von F', abhidngig vom aktuellen Vektor z:

dfi(z) 0fi(x) dfi(x)

le ox o 8xm
aﬁﬂx) 8ﬁ2$) 8ﬁﬂx)
Je(x) = | 0x Oy  Orp

Ofx) Of(e)  Ofula)
0xy oxry Oz,

Der Vektor z wird solange iterativ verbessert bis der Unterschied zwischen

k+1 _

zwei aufeinanderfolgenden Iterationen |z 2*| unter einer vorher fest-

gelegten Schranke liegt.

Algorithmus:

1. Wihle einen Startlisungsvektor z2° und setze k = 0.

2. Berechne die Jacobi-Matriz Jp(x").

3. Berechne die verbesserte Lisung x*t' tber die Gauf-Newton-
Gleichung (4.1).

4. Falls |2"1 — a%| < e, ist 2**1 Lisung. Sonst erhéhe k um 1 und

gehe zu Schritt 2.

Eine Erweiterung des Gauf-Newton-Verfahrens ist der Levenberg-Marquart-
Algorithmus von K. LEVENBERG und D. MARQUART. Dieser Algorithmus

erzwingt in der Gauk-Newton-Gleichung (4.1) absteigende Funktionswerte

k

: : 2 L
durch die Zusatzbedingung || z — 2" ||, < s* mit einem anzupassenden
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Parameter s*

. Der Algorithmus konvergiert mit hoherer Wahrschein-
lichkeit, wenn auch nicht sicher. Heutige Loser kombinieren das Newton-
Verfahren aufserdem mit der Newton-Krylov- und der Broyden-Methode

[Kel03][DS96].

4.2 Branch-and-bound

Branch-and-bound (von engl. ,Verzweigen und Beschrinken) bezeichnet
eine exakte Methode, die mittels einer ,Teile und Herrsche“-Strategie zur
Losung von ganzzahligen Optimierungsproblemen fiihrt. Unter einer exak-
ten Methode versteht man ein Verfahren, fiir welches bewiesen werden kann,
dass die ermittelte Losung optimal ist [RBDS8S8, S. 59|. Das Branch-and-
bound-Verfahren wurde erstmals von A.H. LAND und A.G. DOIG im Jahr
1960 vorgestellt und unmittelbar danach von LITTLE, MURTY, SWENNY
und KAREL in Algorithmen zur Losung des Rundreiseproblems verwendet
[DS06, S. 186].

In der folgenden Beschreibung der Methode wird von einem Minimierungs-
problem ausgegangen. Da es sich beim allgemeinen Branch-and-bound-
Verfahren nur um ein Meta-Verfahren handelt, muss der Ablauf fiir jedes

Problem in Form eines speziellen Algorithmus angepasst werden.

Sei D ein gemischt-ganzzahliges Optimierungsproblem

2 =c'x — min
Az <y

(4.2)
[ <zx<u

xeZP x R"™P

Der Verzweigungsschritt zerlegt den gegebenen Restriktionsbereich Rp :=
{r € Z? xR"P?: Az <y, | <z < u} in k disjunkte Teilmengen R,;,
j=1,...,k mit U?Zl Ry; = Rp. Die Losungen der so entstehenden Sub-
probleme D;; werden dann miteinander verglichen und die beste gewé&hlt.
Da die Subprobleme nicht unbedingt einfacher sind als das Ausgangsprob-

lem, muss gegebenenfalls erneut verzweigt werden. Der Schritt kann bis zu
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S11 Si2

Ris

Abbildung 4.1: Beispiel fiir einen Verzweigungsbaum

einelementigen Teilmengen wiederholt werden, sodass eine Baumstruktur
mit p als Wurzelknoten und den verkleinerten Restriktionsbereichen R;;
als Unterknoten entsteht, siche dazu Abbildung 4.1.

Die Absicht des Beschriankungsschritts ist es, die komplette Enumera-
tion aller potenziellen Losungen des Ausgangsproblems zu vermeiden,
denn das sind gewdhnlich exponentiell viele [ABKWO08, S. 3]. Der Be-
schrankungsschritt ermittelt, meist mit Hilfe einer LP-Relaxierung des
Teilproblems, eine untere Schranke S;; des Zielfunktionswertes. Unter einer
LP-Relaxierung versteht man die Vereinfachung der Aufgabe durch Nicht-
beachten der Ganzzahligkeitsforderung. Obere Schranken f, ergeben sich
aus bereits ermittelten Funktionswerten zuldssiger Losungen. Ein Teilprob-
lem wird genau dann aus dem Entscheidungsbaum gestrichen, wenn dessen
untere Schranke S;; grofer oder gleich einem bereits ermittelten Funk-
tionswert f, ist. Durch das Streichen ganzer Teilmengen des Restriktions-
bereiches kann das Verfahren auch unter impliziter oder unvollstindiger
Enumeration eingeordnet werden [DS06, S. 186].

Das Optimum wird dadurch gefunden, dass jedes Teilproblem R;; hin-
sichtlich seiner Schranken untersucht und gegebenfalls erneut zerlegt wird.
Die letzte verbleibende einelementige Teilmenge ist demzufolge diejenige

mit dem kleinsten Zielfunktionswert f,.
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Algorithmus [FMO05, S. 38]:

1. Sei L eine Liste ungeldster Subprobleme von D (Modell 4.2). Setze
U = +o0 als obere Schranke fiir den Zielfunktionswert.

2. Wihle ein ungelostes Problem D;; aus L und losche es dort.

3. Berechne die untere Schranke S;; durch das relaziertes Problem.
Ist D;; unlosbar, gehe zu Schritt 2 bis L leer ist. Andernfalls sei
Z;; eine optimale Losung und S;; = cT:T:ij neue untere Schranke.

4. Ist ;5 € 7", wurde eine zuldssige optimale Losung fiir D gefunden.
Falls S;; < U, setze U = S;; und lische alle Probleme D;; mit
U < S;; aus L.

5. Ist xy; ¢ 7", teile Dy; in Unterprobleme auf und fige sie zu L
hinzu.

6. Gehe zuriick zu Schritt 2, solange bis L leer ist.

Die Teilung in Unterprobleme, so wie es in Schritt 5 verlangt wird, kann
unter anderen Mdoglichkeiten wie folgt erreicht werden: Es wird eine Vari-
able JEZ ¢ Z aus der optimalen Losung Z;; eines relaxierten Unterproblems
gewahlt und zwei neue Unterprobleme mit zwei zusétzlichen Schranken
ab < 2] und 2] < o aufgestellt. Aus heuristischen Griinden wird
oftmals diejenige Variable gewéhlt, die am weitesten von einer ganzen Zahl
entfernt liegt. [Ach09] betrachtet diese Strategie allerdings kritisch.

Die Schnelligkeit der Losungsfindung hiangt unter anderem davon ab, wie
sich der Algorithmus mittels depth-first-search (DFS) und breadth-first-
search (BFS) (auf Deutsch: Tiefensuche und Breitensuche) durch den
Entscheidungsbaum bewegt. DES fiihrt schneller zu einer zuldssigen Lo-
sung, BFS kann dafiir eher neue Schranken bestimmen. Durch Kombina-
tion von DFS und BFS und die Verwendung unterschiedlicher Heuristiken
(Abschnitt 4.7) kann die branch-and-bound-Methode effizient gestaltet
werden. ,Ein effizienter branch-and-bound-Algorithmus ist ein solcher, der
das Optimum findet, ohne jeden Knoten des Entscheidungsbaumes einzeln

untersuchen zu miissen”|Fin08, S. 96].
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An dieser Stelle seien zwei dieser informierten Suchalgorithmen erldutert
|[FMO5, S. 40]:

Best first search: Man wahlt das Unterproblem mit der niedrigsten unteren
Schranke, um diese zu verbessern. Gelingt das nicht gleich zu Beginn des
Entscheidungsbaumes, ist ein grofer Speicherbedarf die Folge.

Best projection: Sei S;; die untere Schranke eines Unterproblems, f, die
derzeit beste primale Losung und s(D;;) = >, _, min{Zy — [Tk, [Tk ] — Tk}
die Summe aller Unzuldssigkeiten des Subproblems D;;. Dann wahlt diese

Methode genau den Knoten des Entscheidungsbaumes mit

wobei der Bruchterm als Mafs fiir die Verdnderung des Zielfunktionswertes
pro Verminderung der Unzuléssigkeit um eine ,Einheit“ zu interpretieren

ist.

4.3 Schnittebenenverfahren

Das Schnittebenenverfahren gehort, wie die branch-and-bound-Methode
auch, zu den exakten Methoden der ganzzahligen Optimierung. Den ersten
allgemein einsetzbaren Ansatz brachte R. GOMORY im Jahr 1958 zu Papier,
eine allgemeine Formulierung und Begriindung erfolgte 1971 durch V.A.
EMELICEV [DS06, S. 197|. Die Grundidee des Verfahrens beruht auf der
Verschédrfung der einfacher zu l6senden relaxierten Optimierungsaufgabe
bis diese eine ganzzahlige Losung besitzt.
Sei D eine gemischt-ganzzahlige lineare Optimierungsaufgabe geméaf (4.2).
Der Restriktionsbereich Rp :={z € Z? x R"?: Az <y, | <z < u} fiihrt
durch Ignorieren der Ganzzahligkeitsforderung zu folgender LP-Relaxierung
LPY:
z=c'z — min
Az <y

(4.3)
[ <z<u

r e R"”
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Das relaxierte Problem LPP wird standardmiifig mittels Simplezmethode
(sieche Abschnitt 4.5) gelost. Ist der Restriktionsbereich der Relaxierung
Rppy leer oder wichst die Zielfunktion {iber Rppy unbeschriankt, so ist
auch D nicht 16sbar bzw. unbeschrankt.

Die Intention des Schnittebenenverfahrens ist es, L P9 derart zu beschriinken,
dass eine Optimallosung die Ganzzahligkeitsforderung in D erfiillt. Ge-
ometrisch sind Schnittebenen als Hyperebenen des R™ anzusehen, welche
einen Teil des Restriktionsbereiches und somit einen Teil der zuldssigen,
nichtganzzahligen Losungen abschneiden. Sie werden als Ungleichungen der

Form ax < 8 dem Problem LP? hinzugefiigt.

Algorithmus [FMO05, S. 13]:

1. Sei k=0 und LPY die LP-Relazierung von D.

2. Lise LPY mittels Simplezalgorithmus. Sei % dessen optimale Li-
sung.

8. Liegt 7% in Rp ist es eine optimale Lisung von D.
Andernfalls ist eine Ungleichung aufzustellen, welche durch alle
zuldssigen Losungen erfillt wird, nur nicht von z*.

4. Fliige diese Ungleichung zu LPY hinzu.

5. Erhohe k um 1 und gehe zuriick zu Schritt 2.

Beispiele fiir Schnitt-Methoden sind der Gomory-Schnitt und die Knapsack-
Ungleichungen (siche [FMO05, S. 13] und [DS06, S. 201]). Schnittebenen-
verfahren sind generell mit Vorsicht zu verwenden, da sie oft zu schwach
sind, die LP-Relaxierung merklich zu verbessern. Sie sind teilweise sehr
zeitaufwindig und konnen zu numerischen Problemen fiihren. Fiir spezielle
Optimierungsprobleme, wie das Max-Flow-Problem oder das Kiirzeste-
Wege-Problem existieren effektivere, kombinatorische Verfahren [FVHS10).

4.4 Branch-and-cut

In den 1980er Jahren kombinierten M. GROTSCHEL und M. PADBERG bei

der Untersuchung des Problems des Handlungsreisenden das branch-and-



KAPITEL 4. NUMERISCHE OPTIMIERUNGSVERFAHREN

bound- mit dem Schnittebenenverfahren zum sogenannten branch-and-cut-

Verfahren. Inzwischen ist das Verfahren zum generischen Standardwerkzeug

der ganzzahligen linearen Optimierung geworden.

In branch-and-cut-Verfahren werden die LP-Relaxierungen im Verzwei-
gungsbaum nachtriglich durch eine oder mehrere Schnittebenen verbessert
und erst dann neu verzweigt. Durch ein geschicktes Zusammenspiel zwi-
schen Verzweigungs- und Schnittvorgéngen sind heutige Loser in der Lage,

Probleme mit einigen tausend Variablen und Nebenbedingungen zu losen

[FVHS10, S. 3.

Algorithmus [FMO05, S. 39]:

1.

Seir L eine Liste von ungeldsten Teilproblemen. Setze U := 400
als obere Schranke.

Wihle ein ungelostes Problem D;; aus L und losche es aus L.
Berechne die untere Schranke S;; durch das relazierte Problem.
Ist D;; unlosbar, gehe zu Schritt 2 bis L leer ist. Andernfalls sei
Z;; eine optimale Lisung von D;; und S;; = cTiij neue untere
Schranke.

Ist x;; € Z", wurde eine zuldssige optimale Losung fir D gefunden.
Falls S;j < U, setze U := S;; und losche alle Probleme D;; mit
U<S; aus L.

Ist x;; ¢ Z™, suche nach Schnittebenen und fige sie der Relazie-
rung hinzu.

Geh zu Schritt 3, bis keine verletzten Ungleichungen mehr gefun-
den werden oder verletzte Ungleichungen die untere Schranke nicht
merklich verbessern kénnen.

Teile D;; in Unterprobleme auf und fige sie zu L hinzu.

Zurick zu 2., bis L leer ist.

4.5 Dualer Simplexalgorithmus

Das Simplexverfahren wurde 1947 von G. DANTZIG entwickelt [HKO00, S.

11]. Es liefert eine Optimallosung, sofern eine existiert, fiir beliebige LPs.
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Es werden mittels eines gezielten Austauschs der Basisvariablen solange die
Ecken des Restriktionsbereiches abgesucht, bis der Zielfunktionswert nicht
weiter verbessert werden kann. Gewdhnlich wird in einem branch-and-cut-
Algorithmus zur Losung der linearen Optimierungsaufgaben die duale Sim-
plexmethode angewendet. Diese hat gegeniiber der primalen Simplexmethode
den Vorteil, dass eine Losung auch dann dual zuléssig bleibt, wenn Schnitt-
ebenen hinzugefiigt werden. Sei L eine zu l6sende lineare Optimierungsauf-
gabe:
z=cl'rx — min
Az =y (4.4)
r €RY}

Der Algorithmus basiert auf dem Simplex-Tableau der Form:

z

.Ay

=1 ol

T(B) =

Ap

mit B = (B(1),...,B(m)) als Indexmenge der m Basisvariablen, Ag als
die zu B gehorende reguliire m x m Teilmatrix von A und ¢ = ¢ — cgAz' A

als die sogenannten reduzierten Kosten.

Algorithmus [HK00, S. 69]:

1. Stelle ein dual zuldssiges (¢ > 0) Tableau T'(B) auf.

2. Existiert kein y; < 0, ist die Lisung optimal. Andernfalls bestimme
k mit y, = miin Yi

3. Wenn kein ay; < 0 existiert, gibt es auch keine optimale Losung.

C.
Andernfalls bestimme | mit ¢ = max ——
arj<0 Qj

4. Erzeuge das neue Tableau T(B') indem die l-te Spalte durch ele-
mentare Zeilenoperationen zum Finheitsvektor mit ay = 1 trans-
formaiert wird.

5. Zuriick zu Schritt 2.

Eine dual zulédssige Losung ist genau dann optimal, wenn sie auch primal

zuldssig ist. Der Nachteil des dualen Simplexalgorithmus ist die Deutung
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einer nicht optimalen Losung. Sie kann durch ihre primale Unzuléssigkeit
nicht als Ndherung fiir die Optimallosung angenommen werden, sondern nur

deren Zielfunktionswert als eine untere Schranke.

4.6 Linearisierung von Nichtlinearitaten

Optimierungsprobleme aus den Bereichen Transport- und Energiever-
sorgungsnetzwerke fiihren meist auf gemischt-ganzzahlige nichtlinerare Op-
timierungsprobleme (MINLP), da sie ganzzahlige Entscheidungsparameter
und nichtlineare Beschrankungen beinhalten, welche aus physikalischen
Zusammenhéngen entstehen. Die Physik von Gas in Pipelines wird am
besten durch Gleichungssysteme partieller Differentialgleichungen model-
liert und selbst die immernoch sinnvollen Naherungsformeln sind nichtlin-
eare Gleichungen |[FVHS10, S. 1.

MINLP sind in der Regel Probleme, die fiir groftere Instanzen nicht mehr in
annehmbarer Zeit 16sbar sind. Allerdings existieren heutzutage sehr effek-
tive Loser fiir gemsicht-ganzzahlige lineare Optimierungsprobleme (MILP),
basierend auf der branch-and-cut-Methode (Abschnitt 4.4). Deshalb ist
man daran interessiert, die Nichtlinearitdten durch lineare Zusammenhéange
anzunahern.

Sei f(x) < 0 mit f: R™ — R eine nichtlineare Nebenbedingung. Um eine

LP-Relaxierung zu erstellen, ersetzt man f durch eine lineare Naherung
Lx <l

wobei L € Q" 1€ Q? und {z: f(x) <0} C{z: Lz <}

Nach der Losung dieser Relaxierung kdénnen zur lokalen Verbesserung
Schnittebenen eingefiigt werden, die den Losungsvektor 2* der Relaxierung
von der konvexen Hiille der Menge {x : f(z) < 0} abtrennen. Dies ist nicht
moglich, wenn die Losung selbst nicht in {z : f(z) < 0} liegt, sondern
nur in deren konvexer Hiille. Dann kann die spatial-branching-Methode
genutzt werden, welche die stetige Variable x auf die Unterprobleme mit
einerseits {z : f(x) < 0,z < 2*} und andererseits {z : f(x) < 0,z > z*}
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verzweigt und anschliefend auf bessere Losungen untersucht [FVHS10, S. 4.

4.7 Heuristiken

Heuristiken sollen ihrer Bezeichnung nach mit moglichst geringem Zeit-
und Rechenaufwand zu guten, zuldssigen Losungen fithren. Zur Findung
einer ersten zuldssigen Losung von Optimierungsaufgaben bedient man
sich zum Beispiel heuristischer Eréffnungsverfahren. Zum Teil liefern schon
allein die Heuristiken akzeptable Losungen. Heutige MIP-Léser verwenden
Heuristiken auch gezielt wihrend der Verzweigungsschritte des branch-
and-bound-Verfahrens. Fiir eine genaue Beschreibung der iiber 20 in SCIP
implementierten Heuristiken sei an dieser Stelle auf [Ber08| verwiesen. Sie

konnen in vier Klassen eingeordnet werden:

Rundungs-Heuristiken: Heuristiken dieses Typs runden iterativ die Opti-
mallésung einer LP-Relaxierung eines IP-Problems auf ganze Zahlen und

versuchen dabei die Zuléssigkeit der Lésung nicht zu verletzen.

Diving-Heuristiken: Dieser Typ 16st wiederholend die LLP-Relaxierung mit
neu gerundeten Werten und simuliert so einen branch-and-bound-artigen

DFS-Algorithmus, welcher letztlich auf eine zuléssige Losung fiihren kann.

Objective- Diving- Heuristiken: Ahnlich den Diving-Heuristiken, aber anstatt
die Grenzen der Variablen festzulegen, werden hier die Zielfunktionskoef-

fizienten verandert.

Verbesserungsheuristiken: Diese Heuristiken beriicksichtigen bereits gefun-
dene primal-zuldssige Losungen und konstruieren mit diesen eine neue

Losung mit verbessertem Zielfunktionswert.

Heuristiken kénnen im Allgemeinen keine zuldssige Losung garantieren. Sie

scheitern ofter, als dass sie zum Erfolg fiihren.
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4.8 Programmablauf in SCIP

Ein Beispiel fiir die Kombination der verschiedenen numerischen Opti-
mierungsverfahren liefert der CIP-Loser SCIP des Zuse-Instituts. SCIP
basiert auf einem branch-and-bound-Algorithmus. Dessen Ablaufschema,
sei in Abbildung 4.2 (angelehnt an [BHV09, S. 2|) aufgefiihrt. Der Pre-
solver versucht, vor dem Eintritt in den branch-and-bound-Algorithmus,
das Problem zu vereinfachen, indem er Nebenbedingungen umformuliert.

So versucht er vor allem, Bindrvariablen zu substituieren.

’ Initialisierung }—> Presolving

s
A

;;i Wahl eines Subproblems ‘(—

~ Konfliktanalyse ‘

v
—{ Lose LP-Relaxierung ‘

Y
y
Schnittebenen

hinzufiigen

Y

{ Zulassigkeit priifen }7

unlésbar gelGst

lésbar

v
’ Heuristiken }‘ { Verzweigung ‘

Abbildung 4.2: Ablaufschema der Hauptschleife in SCIP



Kapitel 5

Aggregation passiver Teilnetze

Einen grofen Anteil des Gasnetzes nehmen passive Teilnetze ein. Dabei
handelt es sich um die Gebiete des Netzes, in denen nur die Druckverlust-,
sowie die Flusserhaltungsgleichung gelten und kein aktives Steuern an Netz-
bestandteilen moglich ist.

Es soll die Menge der Knoten solch eines passiven Teilnetzes Vp auf eine
kleinere Menge Vp reduziert werden, indem giinstige Vereinigungen (Clus-
ter, Definition 3.7) gefunden und durch neue Knoten ersetzt werden (Ab-
bildung 5.1). Das Teilnetz wird begrenzt durch eine Menge von definierten
Randknoten Vy. Diese werden nach der Reduzierung mit bestimmten Clus-
terknoten verbunden. Es sei ein Netz G = (Vp U Vg, E) welches auf ein
aggregiertes Netz G = (Vp U Vg, E) reduziert wird. Jeder Randknoten be-
sitzt im aggregierten Netz genau dann eine Kante zu einem Clusterknoten
vz, wenn er im Originalnetz eine Kante zu einem Knoten aus Cluster Z
besitzt:

v, w) € (Ve x Z)NE <= 3(v,vz) € (Ve x Vp)NE.

Die Beschaffenheit der gegebenen Verbindungen im Originalnetz G, sowie im
aggregierten Netz G, werden durch die Rohrkonstanten aus Gleichung (3.3)
charakterisiert. Es wird angestrebt, die neuen Verbindungen mittels der
Konstanten so zu beschreiben, dass G in moglichst vielen méglichen Szena-
rien genauso reagiert wie (G. Da Kanten entfernt werden, verschwinden auch
mogliche Flussrichtungsalternativen und Rohreigenschaften. Verschiedene

Clusterungen fiithren auf verschiedenen hohen Informationsverlust.
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Abbildung 5.1: links: Originalnetz, rechts: aggregiertes Netz

In diesem Kapitel soll nun eine mogliche Vorgehensweise zur Losung des
Problems Schritt fiir Schritt ausgefiihrt werden. Zuerst muss ein Testnetz
G = (V, E) konstruiert werden und mit ihm die Menge von Rohrkonstanten
Cg. Zusitzlich muss ein oder mehrere Bilanzenszenarien By definiert wer-
den. Das Netz wird damit beinahe vollstindig charakterisiert. Es werden
zusatzlich noch die zuldssigen Druck- und Flussintervalle definiert, entweder
einheitlich fiir ganz G oder fiir jeden Knoten bzw. jede Kante einzeln. Fiir
die Konstruktion eines zufélligen Netzes mit gewiinschten Eigenschaften
wurde im Zuge dieser Arbeit ein Netzgenerator in der Programmiersprache

C implementiert.

Eine Netzgrofe, die sich zum Vergleich von G und G anbietet, ist der Druck
p an den Randknoten aus Vg. Es soll erreicht werden, dass die Werte sich in
einem beliebigen Szenario so wenig wie mdglich voneinander unterscheiden.
Dazu wird zu Beginn ein Druckszenario fiir G erstellt und G anschliefsend
zu einem beliebigen Netz G aggregiert. Ein Optimierungsproblem soll dann
zur Ermittlung der Rohrkonstanten c¢ dienen, fiir die die zu erwartenden

Druckunterschiede minimiert werden:

z = Z (p; — pi)* — min. (5.1)

i€Vp
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-30

+30 (2) @ @ -3
[/

Randknoten

Passivknoten

Druck am Knoten

Bilanz des Knotens

+70 / \ — 2 Volumenstrom
—10 —65 == ) —=
Rohrkonstante
(a) Beispielnetz (b) Legende fiir Netzbilder

Abbildung 5.2: Bilanzenszenario und Initialdruck im Beispielnetz

5.1 Erstellen eines Druckszenarios

Um Berechnungen auf dem Originalnetz ausfiihren zu konnen, wird ein
Druckszenario bendétigt, welches Aussage dariiber gibt, welche Druckwerte
an den Netzknoten herrschen. Ausgangspunkt sei ein Netz G = (VpU Vg, E)
mit einer Menge von passiven Knoten Vp, einer Menge von Randknoten Vi
und einer Menge von Kanten £ C (Vg x Vp U Vp x Vp). Jeder Knoten ist
mittels eines Bilanzenszenarios By = (by,...,b,),V = VpUVy als Einspeis-
er, Abnehmer oder Transitknoten definiert. Die Verbindungsstringe sind

durch die gegebenen Rohrkonstanten c; ; € Cg beschrieben.

In diesem Abschnitt sei folgender Beispielgraph G g gegeben:

Ve ={1,2,3,4}
VP = {57 6a 77 87 97 10}
By = (70,30, —65, —35, 60, —10, —25, 40, —30, —35) (5.2)

E={(1,5),(2,5),(3,7),(4,10), (5,6), (5,7), (5,8),(8,9),(8,10) }
Cij = 10 V<Z,j) S
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Es sollen im Folgenden alle Flusswerte sowie alle Driicke im Teilnetz iiber
ein homogenes Gleichungssystem ermittelt werden. Die Gleichungen zur

Flusserhaltung nach (3.5) fiir alle Knoten v aus V' werden mit

0= Z Qi,v_ Z qv,j+bv (53)
(

i,w)EE (v,j)EE
und die Druckverlustgleichungen nach (3.4) V(v,w) € F mit

2

0= couw- (02 = P2) = |Gl - Gow (5.4)

beschrieben. Das Gleichungssystem ist durch die lineare Abhéngigkeit der
Flusserhaltungsgleichungen nicht eindeutig losbar. Deshalb wird zur Ermitt-
lung einer brauchbaren Losung der Druck an einem der Randknoten, dieser
soll vy heifsen, festgesetzt. Im Folgenden wird er als Initialdruck py bezeich-
net, siche Abbildung 5.2. Es gilt demnach

0 = pu, — Po- (5.5)

Mit dieser zusitzlichen Gleichung ist das Gleichungssystem genau dann
nicht l6sbar, wenn py unter einer gewissen Schranke liegt, das heifst, wenn er
nicht geniigt, um alle Teile des Netzes bilanzengemaf zu versorgen. Aufer-

dem sei fiir jeden Druckwert die Nichtnegativitit gefordert:
Py >0 YveV =VgUVp. (56)

Das Gleichungssystem soll mittels Gauf-Newton- Verfahren (Abschnitt: 4.1)
in der fsolve-Routine von Octave gelost werden. Dazu wird eine oberere
Dreiecksmatrix X als Datenstruktur genutzt, deren Eintrige folgender-

mafien besetzt seien:

x(i,7) > 0 Druck am Knoten i, Vi € V
x(i,7), Fluss von Knoten i zu Knoten j, V(i,j) € E
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Damit bekommen die Gleichungen (5.3) die Form
O0=x(l,k)+...+x(k—1,k) —x(k,k+1)... —x(k,n) + b(k)
und (5.4) kann mit X so formuliert werden:
0=c(i,j) (x(i,)* = 2(j,5)*) — e (@, )| -2 (i, ).
Fiir das Beispielnetz (5.2) ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

0=2(1,5) 470

0=2x(1,5) +x(2,5) — x(5,6) — 2(5,7) — 2(5,8) + 60

0 = x(4,10) + 2(8,10) — 35

(5.7)
0=10-((8,8)* — 2(10,10)?) — |=(8,10)| - z(8, 10)
0=uxz(1,1)—50
0 < x(i,1) Vie V.
Die Eintrdge der Startlosungsmatrix X, werden mit z(i,i) = py und

x(i,7) = bj, i < j belegt. Werden die Werte des Beispielgraphen ver-
wendet, berechnet der Loser folgende Werte fiir Fliisse und Driicke (siehe
dazu Abbildung 5.3):

Py, = (50,45.8,27.9,32.2)
Py, = (44.8,44.7,34.6,40.6,39.5,34.1)
Qr = (70,30, —65, —35, 10, 90, 60, 30, 70).
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Abbildung 5.3: Druckszenario im Beispielnetz mit ¢; ; = 10, V(i,j) € £

5.2 Ermittlung der Rohrkonstanten iiber ein

Gleichungssystem

So wie in Abschnitt 5.1 sollen die gesuchten Gréfen iiber ein homogenes
Gleichungssystem ermittelt werden. Jetzt sind die Druckwerte p, an den
Randknoten aus Vi bekannt und die Rohrkonstanten ¢, ,,, des modifizierten
Netzes gesucht. Dieser Ansatz geht von nur einem Clusterknoten vy aus.
Dadurch kann gesagt werden, dass alle neuen Verbindungen ein und densel-

ben Druck an einem ihrer Enden aufweisen miissen:

ﬁvz - ﬁl}z
j)«ZQ o |(j1,,’l}€| . qi,’uz — ~§ o |ij,’Uf’ ' Qj,vz v@7j € VR (58)
Ci,UZ Cjﬂ}Z

Diese Eigenschaft gilt fiir alle neuen Verbindungen zum Clusterknoten vy.
Im Folgenden wird das homogene Gleichungssystem formuliert. Sei vy ein
fixer Randknoten. Der Flusswert ¢ ,,, k¥ € Vg kann durch die Bilanz by
ersetzt werden, da nur die eine Verbindung (k,vz) € E genutzt werden

kann, um die Bilanz zu erfiillen. Fiir jedes k mit (k,vz) € E kann damit
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Abbildung 5.4: Neue Rohrkonstanten an den Pipes

folgende Gleichung aufgestellt werden:

by | - by bir|-b
oz(pfm——| C°| °>—(pi—|ck‘ k) (5.9)
V0,Vz7 kg

Auch hier soll die fsolve-Routine von Octave genutzt werden. Dazu sei

der Losungsvektor X mit den gesuchten Rohrkonstanten z(i) und den Bi-
lanzwerten b(i), (i,vz) € E. Die Gleichungen sehen dann Vk € Vi wie folgt

aus:

0= p(vo)® = pi — [b(vo)| - b(vo) /2(vo) + [b(K)[ - b(k) /(K). (5.10)

Der Ergebnisvektor X beinhaltet die Rohrkonstanten, die fiir ein definiertes
Bilanzenszenario By und ein aufgestelltes Druckszenario angenommen wer-
den miissen, um einen gemeinsamen Druck am Clusterknoten zu erreichen.

Die Losungen fiir das Beispielnetz (5.2) sind in Abbildung 5.4 zu finden.

Jedes Druck- bzw. Bilanzenszenario kann auf andere Rohrkonstanten
fiihren. Mochte man mehrere Szenarien zur einer Gesamtlosung zusam-
menfassen, miissten die einzelnen Losungen im Weiteren noch gemittelt
werden. Zudem bendétigt es einer Erweiterung fiir mehrere Clusterknoten.
Doch der Ansatz iiber das Losen von Gleichungssystemen hat einen entschei-

denden Nachteil: die Nichtlosbarkeit eines ungiinstigen Bilanzenszenarios.
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Das Gleichungssystem ist immer dann nicht 16sbar, wenn der Idealfall eines

giiltigen gemeinsamen Druckes am Clusterknoten nicht existiert.

5.3 Ermittlung der Rohrkonstanten iiber ein
Optimierungsproblem

Das Problem als Optimierungsproblem darzustellen, verhindert den Nachteil
des Ansatzes aus Abschnitt 5.2, da man eine mogliche Abweichung von der
exakten Losung zuldsst. Im betrachteten Fall ist diese Abweichung der Un-
terschied zwischen den Druckwerten an den Randknoten Vz im Originalnetz
G = (Vp U Vg, E) und derer im modifizierten Netz G = (Vp U Vi, E). Seien
zur kiirzeren Schreibweise V = Vp U Vg und V = Vp U V.

Es werden genau die Rohrkonstanten ¢; ; gesucht, fiir die die Summe der
Quadrate der Druckdifferenzen iiber alle Terminalknoten und einer Index-
menge von moglichen Bilanzenszenarien Sy minimal wird. Zudem kann
durch diesen Ansatz auch eine Losung fiir eine beliebige Menge von Clus-

terknoten ermittelt werden.

Das Optimierungsproblem W sei wie folgt beschrieben:

2= (0} - ) — min

seSy i€VR

Ei— Y $,-0=0 ieV,seSy
(vi)EE (i,w)eE (5'11)
GGl = Gy B+ Gy 5 = (i,j) € E,s € Sy
0 < 5] < Pmax
0<¢; < Cmax

Die Nebenbedingungen in Gleichungsform entstehen aus den Zusammen-
héngen (3.2) und (3.5). Die Variablen p;, ¢; ; und ¢; ; werden nach oben hin

durch einen (technisch moglichen) Maximalwert beschrankt.
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Um auch die Flussvariable g, ., nichtnegativ in das Modell eingehen lassen
zu konnen und damit |g, | zu linearisieren, wird eine bindre Variable 7, ,,
eingefiihrt, die Aussage dariiber gibt, in welche Richtung der Fluss auf der
Verbindung (v, w) flieft. Der Wert 1 steht fiir die Flussrichtung von v nach
w, der Wert 0 fiir die Gegenrichtung:

0, falls g, <0
Tow = . . (512)
1, falls gy >0

Unter Nutzung von 7,,, ergibt sich aus (5.11) das folgende Modell W":

=Y (-5’ — min

seESy i€EVR

@i -0, - > @27, —1)-q, b =0 icV,seSy
(vi)eE (i,w)EE
27, = 1) (@) =Gy P> +&,;p2=0  (i,j) € E,s€Sy
0 <P} < Prmax
0< (,j;j < Gmax
0 < ¢ < Cmax
T € {0,1}
(5.13)
Durch die Binérvariable 7,, € {0,1} und die stetigen Variablen ¢;;, ¢
sowie p;, welche zudem quadratisch auftritt, gehort dieses Modell zur Klasse

der mized integer non-linear programs (MINLP).

Ein Spezialfall ist die Zusammenfassung aller Passivknoten zu einem einzi-
gen Clusterknoten. Denn dann nimmt der aggregierte Graph eine Stern-
struktur an. Der in der Mitte liegende Clusterknoten besitzt also einen
Knotengrad entsprechend der Anzahl aller Randknoten.

Diese Struktur fiihrt auf eine andere Klassifizierung des Modells. Die bi-
lanzengerechte Verteilung des Gases ist nur durch eine einzige Moglichkeit

zu realisieren: Alle einspeisenden Randknoten geben an den Clusterknoten
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ab, alle abnehmenden Randknoten decken ihren Bedarf ebenfalls iiber ihre
einzig bestehende Verbindung zum Clusterknoten. Durch diese Festlegung
der Flussrichtungen entfallen die bindren Richtungsvariablen 7,,, aus den
Nebenbedingungen der Optimierungsaufgabe W’ und machen sie damit zu
einem non-linear program (NLP) ohne Ganzzahligkeitsbedingungen. Der
Presolver in SCIP (Abschnitt 4.8) entfernt in diesem Fall die besagten
Variablen und iibergibt das umformulierte Problem dann weiter an den

branch-and-bound-Algorithmus.

Das Modell W’ wurde in ein Zimpl-Modell iibersetzt und dieses dann von
SCIP bearbeitet. Die Ergebnisse fiir verschiedene Instanzen und deren In-

terpretation finden sich in Kapitel 6.

5.3.1 Aussagen zur Konvexitit

Ist eine Optimierungsaufgabe konwvex, so ist im Unterschied zur nichtkon-
vexen Optimierung jede lokale Losung gleichzeitig auch optimal. Kann man

zeigen, dass ein Problem konvex ist, vereinfacht dies die Lésungsfindung.

Definition 5.1. Sei C' C R” mit C' # @ eine konvexe Menge und f eine
Abbildung f : C' — R. Dann heift f konver wenn gilt:

fOz+1=Ny) < Af(x)+ (1 =N f(y)
VA € [0,1]
Vo € C.

Definition 5.2. Sei R # O eine konvexe Menge. Eine nichtlineare Opti-
mierungsaufgabe heifft konvex, wenn die Zielfunktion z : R — R auf R

konvex ist.
Satz 5.1. Das Optimierungsproblem W ist nicht konvex.

Beweis. Wenn die Nebenbedingungen, welche aus der Druckverlustglei-

chung (3.4) stammen, nicht konvex sind, ist R und somit W ebenfalls nicht
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konvex. Es bleibt zu zeigen, dass die Druckverlustgleichung nicht konvex ist.
Der positive Teil der Druckverlustgleichung (3.4) mit ¢,,, > 0 fithrt mit der
Notation z = (p?, — p?;), * > 0 und y = (p%, — p2,), ¥ > 0 nach Definition
5.1 auf folgende Gleichungen:

q(zr)® = cx
() = Vex
O+ (1= Ny = VDot (T-Ny)
M) + (1= Naly) = AW+ (1 Ny

Es muss also gelten:

Vedr+ (1 =Ny < MNWer+(1-N)ay | PG!
Ve F =Ny € AWevE+ (L-AWeyi BG
M (I-Ny <€ Wt (1-AyG 07
A+ (1-Ny < (Wa+(1-A)yp)? | AM!
A+ (1=Ny < Nz+(1-N2y+2M1—-N)/2y | AM!
A —dy+y < No4y—2 y+ Ny+ 2\ /2y —2X2 /7y | AK!

Mz —y) < MOz —2y+ Ay +2,/Ty — 2)\/7Y)
wahre Aussage fiir A =0, sonst | : A
r—y < Ar—2y+Ay+2/1y -2\ /TY - T4y
0 < X—y+ A y+2/ay—2\/ry —x | AK!
0 < (A\=1D(z+y—2/7) | BF!
0 < (A\-1Kz-y)’ | UA!
N
>0
0 < (A—1) +1
1 < A
= A e {0;1}

Da {0;1} < [0,1], ist g(z), x > 0 nach Definition 5.1 nicht konvex. Somit
ist die gesamte Druckverlustgleichung, einschlieflich negativen Werten fiir

x, nicht konvex. O

'PG - Potenzgesetz, AM - Ausmultiplizieren, AK - Ausklammern, BF - Binomische
Formel, UA - Untere Abschitzung
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Nach [Mau77| existiert eine Moglichkeit, die nicht konvexen Nebenbedin-
gungen der Druckverlustgleichungen auf eine dquivalente konvexe Opti-
mierungsaufgabe zu iibertragen. Demnach entspricht die Losung eines Glei-
chungssystems mit n Flusserhaltungsgleichungen und m Druckverlustglei-

chungen einem Minimierungsproblem

f= Z %th a4, +Zpi( Z Qi,j) — min

(.J)EE eV Jew(i)

sowie gleichzeitig einem Maximierungsproblem

2 2
9= Z 3 C,A’(pj_pi)li‘_Zbi@ps—pi)%max.

R b 2%

Daraus folgt, dass das Optimum bei f = ¢ liegt. Diese Uberlegung sei an
dieser Stelle rein informativ. Die Mdoglichkeit der Umformulierung wurde

bei der Implementierung unbeachtet gelassen.

5.3.2 Linearisierung der Druckverlustgleichung

Da die heutigen Loser wie SCIP effektiv MILP losen kénnen, ist man be-
miiht, alle Nichtlinearitdten eines MINLP durch lineare Zusammenhénge zu
beschreiben (siehe Abschnitt 4.6).

Die Nichtlinearitit des Optimierungsproblems W' riihrt ausschliefslich aus
den Nebenbedingungen mit der Druckverlustgleichung (3.4). Da die Druck-
werte an den Knoten ausschlieflich quadratisch auftreten, substituiert man

diese durch eine neue Variable m; € Ry, Vi € V mit

Gij 1l = cij- (mi — 7)) (1,7) € E. (5.14)
Durch diesen Austausch wird die Menge der Nebenbedingungen in W’ durch
=0 (i,j)eE,seSy

(2 ) Tis,j - 1) : (‘L’S,j)z — Cij T+ Cijj*

ersetzt. Zudem muss durch die Substitution auch in der Zielfunktion von

W’ eine Anderung vorgenommen werden. Obwohl es keine dquivalente Um-
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q

Abbildung 5.5: Epigraph von ¢ — ¢ fiir ¢ > 0

formung ist, bleibt das Ziel, den Unterschied zwischen den Druckwerten zu

minimieren, durch die neue Zielfunktion

2= Y (m—#)*— min (5.15)

seS ieVp

erhalten. Es wird sogar verschérft, indem sich nun grofe relative Unter-
schiede zwischen relativ hohen Druckwerten gravierender auf den Zielfunk-
tionswert auswirken. Das ist insofern fiir das Modell stimmig, da hohere
Druckwerte den Knoten zugeordnet werden konnen, die eine wichtigere

Rolle im Gesamtsystem einnehmen als jene mit relativ kleinen Druckwerten.

Die verbleibende Nichtlinearitiit ist der quadratische Flusswert (g,.,)? mit
Qv > 0. Da g, 4, nicht ausschlieflich quadratisch vorkommt, ist eine Sub-
stitution nicht moglich. Die Funktion ¢, 4 — (gu.w)? wird stattdessen durch
eine lineare Anniherung der konvexen Hiille an den Epigraphen der Funk-

tion ersetzt.

Definition 5.3. Sei C' C R" mit C' # & eine konvexe Menge und f eine
Abbildung f : C' — R. Dann heifst die Menge

epif = {(z,2)T € R™|f(z) < 2} C R™!

Epigraph oder oberer Halbzylinder von f, siche auch Abbildung 5.5.

Die Anndherung kann anschliefend durch Schnittebenen und beliebig
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do1

(a) polyedr. Anndherung  (b) branching bei ¢mnax/2 (c) weiteres branching

Abbildung 5.6: Beispiel fiir spatial branching

wiederholtes spatial branching (siehe Abschnitt 4.6) verbessert werden.
Je grofer die Anzahl der neu entstehenden Nebenbedingungen, desto besser
wird die Nichtlinearitat approximiert. Folgendes Beispiel solch einer Lin-

earisierung ist in Abbildung 5.6 veranschaulicht.

Sei qmax die obere Schranke fiir ¢q. Die erste dufsere polyedrische Anndherung
an ¢ — ¢ kann durch zwei lineare Funktionen ober- und unterhalb der

Kurve sowie einer zusatzlichen Schnittebene realisiert werden:

dl : Qmax * 4 2 q
ot Guax G = Omax < @ (5.16)
dS . quax q — q12nax S q2-

Nach spatial branching bei %qmax ergeben sich weitere Einschrankungen:

diy %QmaX'q > ¢ S%Qmax

ot 3max 0= 3R > @ 0> S

da: Guax Q= {0max < @ (5.17)
1t 3max 0~ 5P < ¢

dys - %QmaX'q_l%q?naX < ¢

d3 i 2qmax 4~ Gmax < 0

Da die Funktion ¢ + ¢? fiir alle ¢ > 0 monoton wichst, gelten alle <-
Bedingungen fiir jedes ¢ > 0 und miissen nicht in zusétzliche Intervalle

gefasst werden.
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Nach einem weiteren spatial branching bei iqmax und %qmax ergeben sich

insgesamt 12 Bedingungen fiir ¢*:

diir
diio
dyo1
di2o

dy :
doy :
doo :
do1y :
do1
do13

daia
d3 .

Wie bereits erwahnt, wurde fiir

%LQmax °q

%qmax q — %qgnax
EQmax q— %CImax
;lqmax “q — %qmax
Qmax * 4 — iq?nax
%Qmax q — 1_16qr2nax
%Qmax q — %q?nax
%Qmax q — 6_14q12nax
3 max - 4 — oy dmax

5 25 2
quaX q — QQmax
7 49 2
19max 4 — g1 9max

2qmax “q — q12nax

N

q < ZILQmaX

Tmax < ¢ < $max
Tmax < 4 < 2qmax
<q

)

N

[

3
1 Gmax

N

)

(5.18)

N [\ ) N [\

VAN AN VAN VAN VAN VAN VAN VANSN AVARN AV AVARR A/

S S S T S T T T T T~ S« S« S

die Losungsermittlung in Kapitel 6 das

Modell W’ (5.13) verwendet. Numerische Modellmodifizierungen wie die

Linearisierung von Nichtlinearitdten miissen nicht unbedingt manuell aus-

gefiithrt werden. Loser wie SCIP verwenden gleichartige Verfahren, um eine

Aufgabe umzuformulieren, damit diese schneller und einfacher gel6st werden

kann.



Kapitel 6

Auswertung der Ergebnisse

Um die Ergebnisse aussagekréftig bewerten zu kénnen, bedarf es Antworten
auf mehrere Fragen, die sowohl an das Originalnetz, als auch an das ag-
gregierte Netz gestellt werden. Die Unterschiede und Gemeinsamkeiten in
den Antworten geben Aufschluss dariiber, mit welchem Informationsver-
lust sich die Darstellung des Originalnetzes aggregieren ldsst. Im Ab-
schnitt 6.1 soll gezeigt werden, wie gut sich ein Originalnetz iiber das
Optimierungsproblem selbst erzeugt. Diese Selbstapproximation kann Auf-
schluss dariiber geben, welche Parameter das Ergebnis und die Laufzeit
beeinflussen, da das Ergebnis bereits bekannt ist. Im Abschnitt 6.3 werden

ein paar Anmerkungen zu einer moglichen Giitebetrachtung aufgefiihrt.

6.1 Selbstapproximation

Eine Moglichkeit, die Losung des Optimierungsproblems auf Genauigkeit
zu untersuchen, ist, zu priifen, ob sich ein Netz selbst approximieren wird.
Man wéhlt als Instanz ein Netz, welches die gleiche Anzahl an Knoten und
Kanten besitzt, wie das daraus resultierende aggregierte Netz. Als Glitemaf

fiir die Losung soll der relative Fehler iiber alle Rohrkonstanten,

1 lci; — @il
A= — Bhlhdl 6.1
i (6.1)

£l (t.j)er I

dienen.
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Die folgenden Ergebnisse wurden auf einem System mit folgenden Kenn-

grofsen ermittelt:

2 x 2,50 GHz Intel® Celeron®
3,9 GiB RAM
Kernel Linux 2.6.35-30-generic (64 Bit)

Etwaige Zeit- und Genauigkeitsunterschiede sind in jedem Fall auch auf
das genutzte Betriebssystem zuriickzufiihren. Eine kleine Differenz in der

Numerik kann grofse Abweichungen in der Laufzeit zur Folge haben.

A:

Vr=[1,2,3,4,5]

Vp=1[6]

B1=[20;-13;5;-15;-3;6]

B2=[2;-1;1;-2;-1;1]
C=[10;10;10;10;10]

(a) Testinstanz A

(b) Testinstanz B

o .2 ® 4
B: ® 5
vr=[1,2,3,4,5] 5t
Vp=1[6]
B3=[15;17;9;-2;-5;-34] o1 o3
C=[1.4;110.8;6.4;0.5;63.6]
4

C: \ ®5
vr=[1,2,3,4,5] /
Vp=[6] o6
B1=[20;-13;5;-15;-3;6] \
C=[9.3;359.6;12.8;28.9;0.7] ./ 3

(c) Testinstanz C

Abbildung 6.1: Testinstanzen A, B und C
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D:

vr=[1,2,3]
Vp=[4,5,6]
B4=[15;17;9;-2;-5;-34]
E=[(1,4),(2,5),(3,6),
(4,5),(4,6),(5,6)]

€=[10;10;10;10;10;10] °° 2
Abbildung 6.2: Testinstanz D
Name | Szenarien | po in bar | Zeit in s | ZEW | A in %
Ago Bl 60 29 0 0,03
Ao B1 70 1l 0 0,01
Aso B1 80 2 0 0,003
Aoo B1 90 02| 0 0,01
Ar00 B1 100 0,07 | 0 0,006
A, B1,B2 90 2 0 0
Bgo B3 60 236 0 0,08
B~ B3 70 >1000 - -
Bsg B3 80 26 0 105
Bog B3 90 212 0 105
Bioo B3 100 >1000 - -
Ce0 Bl 60 >1000 - -
Cro Bl 70 12 0 0,8
Cso B1 80 30 0 780
Coo B1 90 224 | 0 1,5
Cio0 B1 100 599 0 2363
Dgo B4 60 589 0 72
D+g B4 70 111 0 58
Dgg B4 80 75 0 68
Dgg B4 90 0,7 0 45
D1go B4 100 1 0 63

Abbildung 6.3: Ergebnisse der Instanzen A,B,C und D
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Die Tatsache, dass in A (Abbildung 6.1) alle Rohrkonstanten denselben
Wert haben, welcher weder sehr grofs noch sehr klein ist, scheinen dem
Loser zu schnellen und guten Resultaten in kurzen Zeiten zu verhelfen
(siehe fiir Ergebniswerte Abbildung 6.3). Die letzte Instanz 4,, die beide
Bilanzenszenarien einbezieht, gibt die Rohrkonstanten des Originalnetzes
exakt zuriick.

Beispiel B (Abbildung 6.1) ldsst vermuten, dass es einen Zusammenhang
zwischen Laufzeit und Genauigkeit des Ergebnisses gibt. Mit dem Druck-
szenario in Bgg bendtigt der Loser zwar langer, findet jedoch eine sehr gute
Néherung. Andere Instanzen bendtigen zu lange oder weichen stark vom
Originalnetz ab. Durch eine zuldssige Wahl des Druckes am Clusterknoten
kann trotz extremer, aber zuldssiger Rohrkonstanten der Originaldruck an
den Randknoten erreicht werden. Die Zielfunktion wird in jedem Falle min-
imiert. Die Vermutung einer eventuellen Proportionalitit zwischen Laufzeit
und Genauigkeit des Ergebnisses wird durch Beispiel ¢ (Abbildung 6.1)
wiederlegt. Die Giite der Ergebnisse ist nicht von der benétigten Zeit ab-
héingig.

Beispiel D (Abbildung 6.2) unterscheidet sich von den anderen Beispielin-
stanzen dahingehend, dass die Rohrkonstanten zu drei statt zu einem
Clusterknoten approximiert werden sollen. Diese sind {iber mehrere Kanten
miteinander verbunden. Dadurch werden, anders als bei den vorherigen
Beispielinstanzen, die bindren Richtungsvariablen 7 nicht vom Presolver
substitutiert (siche Abschnitt 5.3). Es wird ein MINLP geldst. Unter-
schiedliche Druckszenarien fiihren auch hier auf unterschiedliche Laufzeiten
und Ergebnisse. Daraus ldsst sich schliefen, dass die Laufzeit von der
Verteilung der Druck- und Bilanzwerte abhéngt. Erwdhnenswert bei D ist
die relativ geringe Streuung von A beziiglich verschiedener Initialdruckw-

erte.

Die starken Abweichungen in den Beispielen B und C sind dadurch moglich,
dass keine eindeutige LoOsung existiert. Es wird die Optimallosung aus-
gegeben, die im Verzweigungsbaum des branch-and-bound-Algorithmus

zuerst gefunden wird.
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Durch die vorgegebenen Bilanzen By werden ausschlieklich die Flusswerte g
fixiert. Das heifst fiir die Zusammenfassung mehrerer duferer Clusterkanten

zu einem Clusterknoten vz unter Verwendung der Druckverlustgleichung

(3.4), dass

Z Qui = Quuy

(vi)EEi€Z

Cui* \pg - p% = \/Cy,vz ' |pv pvz| (62)

(vi)eEEEZ

2
> et —atl) =eu,

vi)EEEZ

o (
P2 —p2, | (

gelten muss. Im hier betrachteten Fall der Selbstapproximation wird (6.2)
auf folgenden Ausdruck vereinfacht:
2 _ 2

Cow }%_—ﬁi = Cu,uy (6.3)
Das Ziel ist es, p, = p,, und somit ¢,, = C,,, zu erreichen. Im Modell
allerdings, sind der Druck am Clusterknoten p,, sowie die Rohrkonstante
Cywy, variabel in ihren Grenzen. Dadurch ist die Losung der Gleichung (6.3)
nicht eindeutig. Die Optimierungsaufgabe besitzt kein einzelnes globales
Optimum. Das Einsetzen von oberen oder unteren Schranken fiihrt zwar
auf einen minimalen Zielfunktionswert aber zu teilweise stark abweichenden
Approximationen, die eventuell nicht auf reale Zustidnde tibertragbar sind.
Gleichzeitig fithren die grofen Zulassigkeitsintervalle zu langen Laufzeiten
im branch-and-bound-Algorithmus. Um diesen Effekt zu vermeiden, bedarf

es weiterer Nebenbedingungen im Modell.

6.2 Nachtragliche heuristische Schranken

Der Restriktionsbereich muss weiter eingeschrinkt werden, damit der Loser
ein globales Optimum wihlt, welches auf reale Zustéinde iibertragbar ist,
und die Laufzeit verkiirzt wird. Es sollen im Folgenden die Schranken der

Rohrkonstante ¢, ,, neu definiert werden, welche von einem Randknoten
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v € Vg zu einem Cluster Z fiihrt:

Cmin < Cony < omax (64)

vVVz — — vzt

Dazu wird sich der Gleichung (6.2) bedient. Der Druck am Clusterknoten
wird als ein Druck zwischen dem kleinsten Druck und dem gréfsten vorkom-

menden Druck aller Knoten aus Z

Py < po, < pF
angenommen. Wir gehen vorerst vereinfachend von nur einem Bilanzen-
szenario aus. Dann liegt die zu ermittelnde Rohrkonstante zwischen den
beiden Werten, die mit p2'™ und p®* berechnet werden. Da die Propor-

tionalitdt von Druckwert und Rohrkonstante von der Durchflussrichtung

abhéngt, miissen fiir cﬂ“ﬁ‘z und > jeweils beide Fille unterschieden wer-
den.
( q2
R4
—_Z enn >0
min _ I3 (g
Covy — qQ
RO
T, Wenn ¢y, <0
[Py — (07™)? o
( q2 (65)
W , Wenn Gy, > 0 und p, & [p7™; py™]
v Z
crex — qgﬂ)Z min. ,,max
vz ‘Q—me , wenn ¢,,, < 0und p, ¢ [pZ™; p*]
by — (pZ ) |
 Ctech , sonst
Fiir ¢;> muss aufgrund der Unstetigkeit der Division die Zusatzbedingung

po ¢ [pE™; pp™] erfiillt sein. Ist dies nicht der Fall, wird fiir ¢)'3* der max-
imale technisch mogliche Wert eingesetzt. Im Fall der Selbstapproximation

min max

aus Abschnitt 6.1 filhren die Formeln durch p%™ = p7** auf

min __ __max
CU,’UZ - CU,UZ - cv,vz (66)
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E:

Vr=[1,2,3,4]

Vp=[5,6,7,8,9]
B6=[-20;10;4;16;0;-8;-7;-5;10]

B7=[-15;12;6;11;0;-8;-12;-4;10] . o4
No/
7

B8=[-15;-12;6;11;0;-8;13;-5;10]
B9=[-20;-10;4;16;0;-8;13;-5;10]

E=[(1,5),(2,7),(3,8),(4,7), e Q2
(5.6),(5.8),(6.7).(6.9) (L (Lg

C=[10;10;10;10;10;10;10;10;10] ®3

techn. c_max: 100

Abbildung 6.4: Testinstanz E

und damit auf eine exakte Selbstapproximation fiir jedes beliebige Bilanzen-
szenario. Zudem sind die Laufzeiten nun verschwindend klein, da nur noch
eine zulissige Losung exisitiert. Zusammen mit der Nebenbedingung (6.5)
konnen Testlaufe zur Selbstapproximation keine interpretierbaren Aussagen

zur Giite der Losung mehr liefern.

Bemerkung. Wird zur Ermittlung eines Druckszenarios die Vorgehensweise
aus Abschnitt 5.1 genutzt, ergeben sich fiir unterschiedliche Initialdruck-

werte die selben Grenzen fiir die Rohrkonstanten.

Sei E (Abbildung 6.4) ein zu aggregierendes Netz. Alle passiven Knoten
sollen zu einem Clusterknoten zusammengefasst werden. Fiir das gegebene
Bilanzenszenario B6 existiert ein gemeinsamer Druck am Clusterknoten. Mit
den Schranken aus (6.5) wird das Problem von SCIP in 0.12 Sekunden gel6st
(siehe Ergebnistabelle in Abbildung 6.6, sowie Abbildung 6.5).

Anders sieht es bei Instanzen mit nicht exakter Losung oder mehreren Bi-
lanzenszenarien aus. Solche Instanzen bendtigen sehr lange, da die Bilanzen
nicht erfiillt werden kénnen oder Flussrichtungen in den einzelnen Szenarien
nicht {ibereinstimmen. Seien verschiedene Bilanzenszenarien fiir die Instanz
E gegeben: B6 und B7, welche jeweils einen gemeinsamen Druck am Cluster-

knoten fiir alle Verbindungen zu den Randknoten besitzen und die gleichen
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"
-20

\@ +4

Abbildung 6.5: aggregiertes Netz aus Instanz E;

Flussrichtungen zu bzw. von den Randknoten erfordern, B8, welches eben-

falls eine exakte Losung besitzt, aber diese mit anderen Flussrichtungen

erreicht und letztlich B9, fiir welches kein exakter gemeinsamer Druck am

Clusterknoten exisitert. Die Ergebnisse in Abbildung 6.6 zeigen, dass Net-

ze, in denen verschiedene Bilanzenszenarien in die Lésung eingehen sollen,

und solche, mit ungiinstig gewdhlten Bilanzenszenarios extrem lange zur Lo-

sungsfindung benotigen. Selbst mit den nachtréglich eingefiihrten heuristis-

chen Schranken der Rohrkonstanten schaffte es der Loser fiir diese Instanzen

nicht, brauchbare Ergebnisse in annehmbaren Zeiten zu finden.

Name | Szenarien | py | Zeit in s | ZFW | Bemerkung
E, B6 10 0.12 0
Eo B7 10 0.07 0
E; B6,B7 10 >1000 - 1. zul&ssige Lsg bei 28s
E4 B8 10 0.69 0
Es B6,B8 10 >1000 - bis 1000s ohne zuléssige Lsg
Eg B9 10 >1000 - 1. zuléssige Lsg bei 313s
E; B6,B9 10 >1000 - bis 1000s ohne zulissige Lsg

Abbildung 6.6: Ergebnisse der Instanz E
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6.3 Giitebetrachtung

Werden durch einen auf dem aggregierten Netz arbeitenden Algorithmus
Aussagen verschiedener Natur ermittelt, mochte man diese auch bewer-
ten konnen. Angestrebt wird eine quantitative Aussage, die besagt, wann
eine Antwort mit der auf dem entsprechenden Originalnetz ermittelten
iibereinstimmt. Im Abschnitt 6.1 war dieses Giitemaf die Abweichung der
Rohrkonstanten zum Originalnetz, wie in Gleichung (6.1) definiert. Dieses
Maf ist nur zu Testzwecken zu gebrauchen. Gehen wir vom eigentlichen
Ziel aus, groke Knotenmengen auf viel kleinere zu reduzieren, scheint die
Findung eines Giitemafses ohne statistische aposteriori-Betrachtungen kaum

umsetzbar zu sein.

Bei der Aggregation passiver Teilnetze kann man allerdings unter Beach-
tung der realen Zustinde eine Besonderheit feststellen. Passive Teilnetze
sind meist regionale Netze, welche nah an den Endversorgern liegen. Diese
Knoten werden weder ihren Gas-Abnehmer-Status plotzlich ablegen, um
Gas einzuspeisen, noch wird sich der Gasbedarf auf einmal verdoppeln.
Das heift, dass Flussrichtungen eventuell sogar vorausgesetzt werden kon-
nen. Wenn solch ein passiver Netzbestandteil mittels dem in Kapitel 5
beschriebenen Verfahren vereinfacht werden soll, geniigen wenige, in der
Realitdt vorkommende Bilanzen- und Druckszenarien. Dadurch gehen keine
unrealistischen Zusténde in die Nebenbedingungen ein, die starken Einfluss

auf das Ergebnis haben koénnen.

Ein Grofteil an Moglichkeiten, die Gasmengen zu verteilen, geht verloren,
wenn durch die Aggregation relativ viele dufsere Clusterkanten, die zu einem
Randknoten fiihren, zu einer einzelnen Kante zusammengefasst werden. In
solch einem Fall wire es eventuell giinstiger, die Clusterung anders zu er-
stellen, siehe dazu Abbildung 3.3.



Kapitel 7

Fazit und Ausblick

In dieser Diplomarbeit wurde anhand eines Energieversorgungsproblems
auf die mathematischen Methoden und Verfahren heutiger Loser fiir Glei-
chungssysteme und MIP eingegangen. Ein Beispielproblem, welches sich
mit einem speziellen Teil des Gasnetzes beschiftigt, konnte zu einem Op-
timierungsproblem modelliert werden. Daraus resultierende Ergebnisse
wurden présentiert und ausgewertet. Zur Losung des Modells diente das
Softwarepaket des ZIB, welches sehr gute, freie Werkzeuge zur Losung

grofer Probleme bereitstellt.

Das Ziel, das Originalnetz mit dem aggregierten Netz beziiglich eines Al-
gorithmus zur Losung des pipe network analysis Problems zu vergleichen,
konnte im Rahmen dieser Arbeit nur teilweise betrachtet werden. Es bedarf
im Weiteren einer aufwendigen Implementierung in vorhandene Programme-
codes sowie anschlieflenden Benchmark-Tests, um Aussagen dariiber treffen
zu konnen, welchen Laufzeitverbesserungen welche Giiteverluste gegeniiber-

stehen.

Passivnetze, so wie sie in dieser Arbeit beschrieben wurden, nehmen einen
grofsen Teil des real vorkommenden Gasnetzes ein. IThre Aggregation wiirde
das reale Netz enorm ausdiinnen, jedoch steht diesem Vorteil fiir das pipe
network analysis Problem ein hoher Zeitaufwand und Informationsver-
lust entgegen. Hier stellt sich die Frage, ob sich eine Aggregation in der

beschriebenen Form iiberhaupt lohnt.
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Abbildung 7.1: mogliche sukzessive Aggregation

Zudem koénnte im Weiteren auch Interesse daran bestehen, aktive Ele-
mente des Netzes zu reduzieren. Dafiir werden noch tiefgreifendere Kennt-
nisse zu den physikalischen Zusammenhéngen an aktiven Netzbestandteilen
benétigt, welche in Form von Differentialgleichungen in das Modell einge-
hen werden. Letztendlich konnte durch eine stufenweise Aggregation ein
Netz sukkzesive vereinfacht werden, um verschieden starke Manipulationen

miteinander zu vergleichen, siehe dazu Abbildung 7.1.

Das Gas-Projekt des MATHEON-Forschungszentrums ist ein Vorhaben,
welches in vielen mathematischen Bereichen neue Erkenntnisse sammelt
und versucht, diese in einer komfortablen Softwareumgebung zu verarbeit-
en. Die daraus resultierenden Ergebnisse sind richtungsweisend auf diesem
Gebiet und konnen neben der Gasversorgung auch fiir andere gleichartige

Energieversorgungs- und Transportprobleme verwendet werden.
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